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基于总体最小二乘的多功能
传感器信号重构方法研究

孙金玮 ,刘　昕 ,孙圣和
(哈尔滨工业大学自动测试及控制系 ,黑龙江哈尔滨 150001)

　　摘　要 :　基于总体最小二乘法的基本原理和Moore2Penrose广义逆矩阵的基本性质 ,本文提出了一种新的算法 ,

用于多功能传感器输入信号的数值重构.算法既考虑了传感器输出信号的漂移 ,同时也考虑了输入信号的误差.仿真

结果表明 ,该算法同传统的最小二乘策略相比具有较高的重构准确度和可靠性.
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TLS Algorithm2Ba sed Study on Multi2Functional Sensor Data Reconstruction
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( Dept of Automatic Measurement and Control , Harbin Institute of Technology , Harbin , Heilongjiang 150001 , China)

Abstract :　A method about multi2functional sensor measurand reconstruction is brought forward ,which is based on total2least

square algorithm and the general reverse function of Moore2Penrose matrix. It evaluates both the sensor output bias and sensor input er2
ror. Emulation results indicate that the proposed algorithm is more accurate and reliable for the measurand reconstruction than conven2
tional LS strategy.
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1　引言

　　近年来 ,多功能传感器的研究逐渐得到重视.一般而言 ,

多功能传感器可测量多种非电量信号 ,代替普通传感器 ,可大

大减小测量系统体积和功耗 ,在航天、航空和微机械制造业等

领域具有重要意义.有一类多功能传感器事实上是多函数型

的 ,即假设传感器的输入信号为 x1 , x2 , ⋯, xn ,则其输出为

y1 = f1 ( x1 , x2 , ⋯, xn)

y2 = f2 ( x1 , x2 , ⋯, xn)

⋯　⋯

ym = fm ( x1 , x2 , ⋯, xn)

一般情况下 , f1～ fm 为非线性函数 ,且传感器的输入信号

数量与输出信号数量相等 ,即 m = n.多函数型传感器在环境

参数测量[1 ,2 ]和一般工业测量[3 ,4 ]设计中已经得到了一定程

度的开发应用.

显然 ,被测量的获得依赖于对上文测量方程组的求解 ,即

根据传感器的输出值 y1～ ym 求出 x1～ xn .这一过程也可以称

作传感器信号重构 ,它是多功能传感器一个重要的环节.信号

重构一般有以下几种主要方法 [5 ] : (1)第一次序微元积分法 ;

(2)间隔分析 ; (3)统计模型 ; (4)模糊变量代数法.它们可以很

好的解决一元情况下的信号重构.二元函数情况下的多传感

器系统信号重构可以采用分段线性最小二乘法 [6 ] ,但该方法

忽略了传感器输入信息的误差 ,极易出现矛盾方程组 ,使得信

息值的分离与重构都十分困难 ,甚至无法实现.基于总体最小

二乘算法[7 ]及 Moore2Penrose广义逆[8 ]的相关原理 ,本文提出

了一种新的传感器信号重构算法 ,在传感器输入、输出信息值

都存在误差的情况下对线性条件下的多传感器输入信号进行

信号重构 ,具有非线性函数关系的传感器同样可以做分段近

似线性以应用本算法.由理论推导可知 ,当输入、输出数据被

误差严重污染时 ,该方法的参数估计精度明显优于最小二乘

法[9 ] .

2　算法及原理简介

211　总体最小二乘法

考虑超定方程 : Ax = b (1)

式中 , A∈Rm×n , x∈Rn , b∈Rm , m ≥n.用最小二乘法解方程

(1)时 ,就相当于找一个解 xLS使得 ‖e‖2 = ‖b - AxLS‖2 =

min
x
‖b - Ax‖2 .这个问题实际上是在 A 的值域上找一个 bLS

使得‖b - bLS‖2 = min ;且 A的值域定义为 range ( A) = { b∈

Rm , b = Ax对某个 x∈Rn} .可见 ,用最小二乘方法 (LS)解方程

(1)时 ,一般都基于假设仅有观测向量 b存在着误差Δb ,这时

方程 (1)可表示为 :
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Ax = b +Δb (2)

令Δb的误差平方和为 :

e = ‖Δb‖2 = (Δb) TΔb = ( b - Ax) T ( b - Ax) (3)

则 LS的求解准则就是使 (3)中的 e最小.也可以认为 ,LS等

同于用一个最小的Δb去扰动 b以便 b +Δb可以用 A的各列

来预测.即 LS法只考虑了观测向量 b的扰动 ,而没有考虑系

数矩阵 A的扰动.但在实际应用中 ,矩阵 A常常由系统的输

入、输出数据所构成 ,数据中不可避免的含有误差 ,所以矩阵

A通常也含有误差. (由于 A是由输入、输出信号所构成 ,所

以信号的误差就是 A产生扰动的原因. )因此 ,更合理的方法

是同时考虑 b 和 A 二者的误差. 这就是总体最小二乘法

(TLS)的基本思想.现设 A和 b同时存在着扰动误差 E和 e ,

则方程 (1)可改写为 :

( A + E) x = b + e (4)

由于矩阵 A的扰动误差不为零 ,其最小二乘解一般是有

偏的.应用 TLS方法来考虑方程式 (4)的求解 ,式 (4)可以变换

为 :

( B + D) z = 0 (5)

其中 , B = [ - b∶A ] , D = [ - e∶E ] , z =
1

x
.式 (5)的 TLS解

可以简单表示为求一个解向量 Z ,使得‖D‖2 = min , ( b + e)

∈range ( A + E) .下面利用奇异值分解 (SVD)给出式 (5)的 TLS

解.

令 B = USV 3 ,其中 U、V 为酉阵 , S 为对角阵.则式 (5)

的 TLS求解可分以下两种情况 :

(1) S ( n , n)明显比 S ( n + 1 , n + 1)大.此时 ,存在唯一解 :

xTLS =
1

v (1 , n + 1)

v (2 , n + 1)

…

v ( n + 1 , n + 1)

(6)

式中 v ( i , n + 1)是右奇异阵 V的第 n + 1列向量中的第 i 个

元素.

(2) B 的后面若干个奇异值是重复的 (实际应用中常表现

为多个奇异值很接近) .此时 ,会有多个 TLS解.但在这种情况

下 ,找出某种意义下的唯一解是可能的.可能的唯一解有两

种 :最小范数解和最佳最小二乘近似解 (本文采用最小范数

解) .下面给出最小范数解的算法 :

①计算 B的 SVD ,即 B = USV 3 ,并存储 V ;

②利用 S ( p , p) > S ( n + 1 , n + 1) +ε≥S ( p + 1 , p + 1) ≥

⋯≥S ( n + 1 , n + 1)决定 p ,其中ε> 0是某个很小的数 ;

③令 V1 = õvp + 1 , ⋯, vn + 1」是 V 的一个列分块 ,并计算

Householde矩阵 Q使得 :

V1 Q =
a 0 ⋯ 0

y X

其中 X代表不感兴趣的块. a为标量 , y为列向量.

④若 a不为 0 ,则有 :

xTLS =
y
a

(7)

⑤若 a为 0 ,就应该减小原定的指数 p ,也就是扩大矩阵

V1的列数 ,重复第三步 ,直到得到一个不为 0的 a.此时 ,由④

就可得到 xTLS的最小范数解.

观察步骤③可发现 : a , y可通过使 Q的第一列为 V1 第一

行的复数共轭来获得 (还有其它各种方法 ,但这是最简单的一

种) .由于确定解 xTLS只需利用 a和 y ,所以只要计算 Q的第

一列即可.于是式 (7)又可表示为 :

xTLS =
V2 v 3

1

v1 v 3
1

= a - 1 V2 v 3
1 (8)

其中 , v1是矩阵 V1的第一行构成的一个行向量 ,而 V2 是 V1

除 v1外其它各行组成的矩阵 ,即 :

V1 =
v1

V2

(9)

a = 0的情况对应于 a = v1 v 3
1 = 0 ,即 v1 是个零向量 ,此时可

通过步骤⑤来求解.

对于 a = 0的情况 ,只需有限次的迭代就可得到 xTLS的最

小范数解.因为若 a为零 ,则需扩大矩阵 V1 的列数 ,直到找

到一个不为零的行向量 v1 . V1扩展到极限时为 V ,而 V的第

一行为非零向量 (当 V 是实数矩阵时) ,其对应的 a 必不为

零.现证明如下 :因为 V为实的酉阵 ,所以 V为正交阵.则由

正交阵性质知| V| = 1或 - 1 ,所以 V的第一行为非零向量.

因此对于由步骤②所确定的指数 p ,至多经 p次迭代就可得

到一个不为零的 a.

212　Moore2Penrose广义逆

定义　设矩阵 A = [ aij ] m×n ,如果矩阵 G = [ gij ] n×m满足

以下条件 :

AGA = A ; ( GA) T = GA , GAG = G; ( AG) T = AG

则矩阵 G为矩阵 A的Moore2Penrose广义逆 ,记为 A + .

性质　(1) 对任意矩阵 ,其 Moore2Penrose广义逆存在且

唯一 ; (2)方程组 Ax = b的最小二乘最小范数解为 x = A + b ,

其中 A +是Moore2Penrose广义逆.

213　算法简介

多传感器的传递函数模型可描述为输入变量和输出变量

之间的关系.其模型方程如下 :

y ( t) = f [ x ( t) ) ] = Fx ( t) (10)

其中 ,输入变量为 x ( t) = [ x1 ( t) , ⋯, xn ( t) ] ;输出变量为 y

( t) = [ y1 ( t) , ⋯, ym ( t) ] ;传递矩阵为 F = ( Fmn)当输入 ,输出

为线性关系时 , F转化为实数矩阵.此时 ,信号重构可分两步

完成.

(1)利用总体最小二乘法拟合传递矩阵 F .

对于线性多传感器系统 ,由式 (10)可知 ,其传递函数可表

示为 :

y ( t) = Fmnx ( t) (11)

其中 , Fmn为实数矩阵.对于此多传感器系统 ,经过 N 次实验

可得到如下数据对 :

( x1 ( k) , ⋯, xn ( k) , y1 ( k) , ⋯, ym ( k) ) , 　k = 1 , ⋯, N

(12)

先考虑拟合 F的第一行元素 ,由式 (12)中的数据对满足

式 (11)可得 :
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y1 (1)

…

y1 ( k)

=

x1 (1) ⋯ xn (1)

… … …

x1 ( k) ⋯ xn ( k)

F11

…

F1 n

(13)

通常 , k大于 n.此时 ,对式 (13)的求解就相当于对式 (1)

的求解.由于输入信号含通常含有误差 ,所以由输入信号所构

成的矩阵不可避免会产生扰动 ,此时若采用最小二乘法对式

(13)进行求解 ,那么解向量必然是有偏的 ,因此采用总体最小

二乘法更为合理.应用总体最小二乘法可得到 ( F11 , ⋯, F1 n)

的 TLS解 ,进而可以得到传递矩阵 F .

(2)利用Moore2Penrose广义逆来重构输入信号.

因为传递矩阵已经得到 ,所以对于任意测得的输出信号

y ( i) ;都存在一个输入信号 x ( i)使之满足式 (11) ,即 :

y ( i) = Fmnx ( i) (14)

则再由Moore2Penrose广义逆性质可知

x ( i) = F +
mny ( i) (15)

是其最小二乘最小范数解.

由以上分析可知 ,该方法对于线性条件下的多函数型传

感器的信号重构是普遍适用的.

3　仿真实验

　　为了验证算法是否可行 ,可利用计算机仿真构造一个线

性三输入、三输出多功能传感器系统的物理模型 (见图 1) .

图 1　多功能传感器物理模型

其中 ,输入变量为 ( Ui1 , Ui2 , Ui3) ;输出变量为 ( Uo1 , Uo2 , Uo3) .

由此图可以得到该多功能传感器的实际传递函数为 :

Uo1

Uo2

Uo3

=

10 5 - 2 - 2

- 5 4 20 - 2. 5

20 - 1 50 - 5

Ui1

Ui2

Ui3

1

(16)

且可由计算机仿真获得多组数据对 (见表 1) .应用总体最小

二乘及广义逆算法 ,用表 1的前六组数据可得到方程 (16)中

实际传递矩阵的拟合矩阵 :

表 1　采样数据表 (单位 :伏特)

Ui1 Ui2 Ui3 Uo1 Uo2 Uo3 组序

0. 2664 0. 12770 0. 01864 1. 265 - 2. 948 1. 131 1

0. 2882 0. 09089 0. 01326 1. 310 - 3. 312 1. 337 2

0. 2869 0. 08442 0. 01722 1. 256 - 3. 252 1. 514 3

0. 2866 0. 08317 0. 01299 1. 256 - 3. 340 1. 298 4

0. 2993 0. 06412 0. 01002 1. 294 - 3. 54 1. 423 5

0. 3008 0. 07356 0. 006232 1. 363 - 3. 585 1. 254 6

0. 3201 0. 03708 0. 004877 1. 377 - 3. 855 1. 609 7

0. 3203 0. 03916 0. 003995 1. 391 - 3. 865 1. 566 8

0. 3204 0. 04065 0. 003639 1. 400 - 3. 867 1. 549 9

0. 3205 0. 04170 0. 003158 1. 407 - 3. 872 1. 526 10

0. 3206 0. 04316 0. 002708 1. 416 - 3. 876 1. 504 11

0. 3223 0. 03035 0. 005988 1. 363 - 3. 870 1. 715 12

0. 3227 0. 03642 0. 003387 1. 402 - 3. 900 1. 587 13

F =

9. 8928 4. 9557 - 2. 1214 - 1. 9638

- 5. 0185 3. 9976 20. 0066 - 2. 4943

20. 1276 - 0. 9630 50. 0760 - 5. 0412

(17)

　　为了分析方程 (16)中传递矩阵的拟合效果 ,可以将传递

矩阵每一行的元素看作是一个行向量 ,则传递矩阵各行的拟

合相对误差可用下式表示 :

‖x - xTLS‖
‖x‖

(18)

其中 , x为方程 (16)中传递矩阵 A 的一个行向量 ; xTLS为式

(17)中和方程 (16)相对应的拟合行向量.拟合矩阵 F的各行

向量的拟合相对误差见图 2.

由图 2可以看出 ,各行向量的拟合误差在相同的精度范

围内呈离散分布 ,这说明应用 TLS法可对传递矩阵的各个行

向量作等精度拟合.

表 2　重构信号比较表 (单位 :伏特)

重 构 信 号 输 入 信 号

Ui1′ Ui2′ Ui3′ Ui1 Ui2 Ui3

组

序

0. 3201 0. 0372 0. 0049 0. 3201 0. 03708 0. 004877 7

0. 3203 0. 0393 0. 0040 0. 3203 0. 03916 0. 003995 8

0. 3204 0. 0407 0. 0036 0. 3204 0. 04065 0. 003639 9

0. 3204 0. 0419 0. 0032 0. 3205 0. 04170 0. 003158 10

0. 3205 0. 0433 0. 0027 0. 3206 0. 04316 0. 002708 11

0. 3223 0. 0305 0. 0060 0. 3223 0. 03035 0. 005988 12

0. 3227 0. 0365 0. 0034 0. 3227 0. 03642 0. 003387 13
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图 2　拟合矩阵行向量的拟和相对误差

利用总体最小二乘及广义逆法对表 1后七组输出信号重构其

输入信号可得到如下重构信号 ,见表 2.

为了分析信号重构的精度 ,可以将重构信号看作是三维

空间中的一个坐标点 ,重构信号误差如图 3 所示.由图 3 可

知 ,对于随机给定的几个输入信号点 ,在相似条件下对比普通

最小二乘方法的实验结果[10 ] ,应用总体最小二乘及广义逆法

都可在较高的精度下得到其重构信号点.这说明该方法具有

较高的重构准确度.

图 3　重构信号误差图

4　结论

　　对于传递矩阵的拟合 ,可以转化为对超定方程组 Ax = b

的求解.在求解中 ,一般最小二乘法只考虑了向量 b的误差 ,

而总体最小二乘法同时考虑了矩阵 A和向量 b的误差 ,因此

总体最小二乘法对传递矩阵的参数估计精度更高.此时 ,可以

认为所求传递矩阵为实际传递函数的最佳估计 ,再通过应用

广义逆的性质就可以在较高的精度下重构输入信号.本文的

研究成果在理论和技术上是对文献[6 ]的一个扩展.不仅采用

了总体最小二乘算法和广义逆技术使信号重构的准确性和可

靠性得到提高 ,而且适合三元变量情况下的多功能传感器应

用.
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